6. ANALISISDE FRECUENCIASDE SENALESDISCRETAS.
6.1 Muestreo de sefial es.

El muestreo de sefiales es una operacion matemética sencilla que implica efectos interesantes para €l
andlisis espectral. Si bien a primera vista parece algo trivial el muestreo de una sefial, tomar unalecturaacada
determinado intervalo de muestreo T de un sistema fisico, existen consecuencias matematicas que se deben
estudiar.

La digitizacion o discretizacion de una sefid  h(t) (figura 5.6a) se realiza multiplicando ésta por un

tren de impulsos unitarios d (t) (figura 5.6b) de periodo T, en donde este (itimo valor ahora se llamara

intervalo de muestreo. La consecuencia de muestrear a este intervalo se observa en el dominio de las
frecuencias, pues por el Teorema de Convolucion sabemos que latransformadade h(t), H( f) (figura5.6c)

vaa ser convolucionada por unafuncion D, () (figura5.6d) que eslatransformadade d, (t) , que produce
que H(f) se describa sobre cada impulso de D, (f) convirtiéndose en una funcion periddica en el
dominio de las frecuencias.

En el caso ideal de que H( f) seade bandalimitada, esto esque H(f)* O para|f| <f,sd
intervalo de muestreo T = }éf debido a las propiedades de la transformada de dK(t) se observa que en
Cc

la operacion H(f)* D, (f) (figura 5.6f) en valores de f_. comienzauna H(f) que es parte de la
periodicidad.
Si supusiéramos que T > }éf observariamos en H(f)*D,(f) que va a existir una
Cc

superposicion H( f) en las vecindades de un valor f = }/ZT , superposicion |llamada fenémeno de

Aliasing (figura 5.4f). Por e contrario si T < }éf se observaria una zona de separacion en
[

H(f)* D, (f) paracadadescripcionde H( f) (figura5.3f).

Esto significa que de acuerdo al valor de T usado para el muestreo de una sefial se va describir un
espectro diferente, en donde se debe de tomar en cuenta que el muestreo de h(t) no es suficiente para que su
transformada de Fourier seatambién discreta, sino que solo es un espectro continuo y periddico.

El problemaen larealidad estriba en que las sefial es que nosotros estudiamos de un sistema fisico no
tienen un espectro de banda limitada, entonces nunca vamos a poder tener casos similares descritos en las
figuras 5.6 y 5.3. Debido a esto deberemos minimizar en lo posible el fendmeno de Aliasing de acuerdo a la
frecuencia de bandas de interés y a las posibilidades de escoger un intervalo de muestreo adecuado; esto

observando que la banda de frecuencias es limitada en el intervalo de [- fys fN] (llamando f, frecuencia

de Nyquist) en donde fN = %T , entonces para procurar contemplar a este rango de frecuencias se debera

usar unvalorde T £ %fw .
M ateméti camente el muestreo de unafuncién se representa como
¥ ¥
h(t)>d, (t) = h(t)xa d(t - KT) = & h(KT)d(t - kT) = A(t) 6.)
k=-¥ k=-¥

parael tiempoy suponiendo quepara h(t) U H(f) yd (t)U D, (f) entoncesen lasfrecuencias

H(F)*D,(F)= H(T)* & £,a(f - nfy) = f, & H(F - nf,) = A(F) 62)



que es una funcién periddica cada f0 = %— .
6.2 Teorema del Muestreo

sita A{h(t)} esdebandalimitada, es decir
|1 olf|<f,

H(f
(0= T0|f|>f

6.3

funcion h(t) continuay muestreada usando T = }éf , entonces esta funcién puede ser reconstruida a
C

partir de sus val ores muestreados h(KT ) por

h(®)= & h(kT) Segsfp{t (_t 'nT“)T)

Esto se deriva a partir de la expresion (6.2) (figura 5.7a) a multiplicarla por la funcién cajon
Q(f)=T;|f| < f. (figura 5.7 b) para poder aislar e espectro H( f)entre [- f., fc] y hacer la
transformada  inversa para reconstruir  h(t) (figura 5.7c). Mateméaticamente multiplicar

6.4).

[H(f)* Dk(f)] xQ(f) (figura 5.7€), en @ dominio del tiempo se desarrolla la convolucion entre

[h(t) >d<(t)]* g(t) donde esta tltima es unafuncion tipo sampling. Esto es

_ (:i‘é‘ U sen2pft
(0 = 68 k(- kD =28
s 2pf 10
= E h(kT)gd(t- rT)*Seanf—?é (65)
sen 2pf t
. {;_1 kDT

6.3 Transformada Discreta de Fourier

Una sefial se puede expresar en términos de sus espectros de amplitud y fase. Estos espectros
representan dos caracteristicas de una sefial, donde el primero muestra la contribucién de las diferentes
componentes de la sefial en términos de sus zonas de influencia en el dominio de las frecuencias; el segundo
mostrara la posicion de esas contribuciones.

El caso discreto se tiene que estos dos elementos de andlisis se encontraran limitados a una banda
[- fus fN] impuesta por el intervalo de muestreo.

6.3.1 Desarrollo Gréfico

Considerando e par transformado h(t) U H(f) (figura6.1a) la determinacion de la transformada
digital o discreta hace necesario € muestreo de h(t) como se describi6 en la seccion 6.1. El muestreo se
realiza entonces multiplicando por una funcién CL('[) (figura 6.1b), e par transformado resultante



h(t)>d (t) U H(f)*D, (f) (figura6.1c) eslaprimeramodificacion al par original que aiin no representa
un par completamente digital y que presenta el fenémeno de Aliasing como consecuencia del muestreo. Para
este par también existe la limitacion de que el dominio de tiempo no puede ser operado digitalmente pues el
ndmero de muestras considerado en t es infinito, asi se hace necesario truncarlas a un nimero finito N. El
truncamiento se lleva a cabo con la funcion rectangular o cajon X(t) (figura6.1d) que daorigen auna h(t)

con N muestras (figura 6.1€) que introduce la segunda modificacion en forma de rizos a la transformacion,
conocida como fenémeno de Gibbs, consecuencia de la convolucién entre X (f) que es una funcion

sampling Sen(f% con H(f)*D,(f).
El Udltimo paso para obtener sefiales digitales en ambos dominios es e muestreo de
H(f)*D, (f)* X(f)con una funcion d,(f) de intervao definido como %— para asegurar
0

correspondencia a la extension de X(t)y por lo tanto a un nimero de muestras N (figura 6.1f). El resultado

sera un par transformado digital aproximado con muestras N y periddico en ambos dominios consecuencia de
los muestreos tanto en el tiempo como en las frecuencias (figura6.1g).

Para observar el comportamiento del fendmeno de Aliasing en un espectro digital producido por €l
muestreo podemos estudiar la figura 9.3 donde se describe para una funcién dada, diferentes intervalos de
muestreo T y su transformada discreta. Es evidente que el fenémeno de Aliasing se minimiza conforme el valor
de T vadisminuyendo.

6.3.2 Desarrollo Tedrico

De acuerdo al desarrollo gréfico, éste se puede expresar matematicamente para obtener una expresion
de latransformada de Fourier discreta. Considerando el par de lafigura6.1a, se discretiza como

h(t)>d, (t) = h(t)xg d(t - KT) = 2 h(KT)d(t - KT) = h(t) 66)

representado en lafigura6.1c. A continuacion setruncacon X(t) deextension T, = NT

h(t) >d, (t) xx(t) = éé h(KT)d(t - kT)uxx(t) = a h(KT)d(t- KT) 67)

= k=0

resultado ilustrado en lafigura6.1e.
Lamodificacion final se efectiia con laconvolucién con

¥
D, (t)=T,a d(t- rT,) 68)

guedando

[h(t)>dl, () s(t)]* D, (t) = ?éilh(knd(t Ckn & A dit- g
= Ué€e r=x a 69)

N-
é h(kT)d(t - KT - rT,)
¥ k=0

||
O
u QJO«

Esta Gltima expresion implicatanto la periodicidad de las N muestras con el indice r, como el muestreo
con el indice k.



El desarrollo de la transformada de Fourier de (6.9) debe hacerse a partir de la serie de Fourier de la
funcién periddica h(t) con la suposicién de que

Y
H(%\lT) = & ad(f - nfy) con f, = %0 (6.10)
donde
LA -izpnt
a, == Qhte ™ d, n=0+1,+2,.. (6.11)
T, 7

sustituyendo (6.9) en (6.11) setiene

1 T/ e Nt Zi2pnt
a,==— O T, aahKkndt- kT-rT)e ™ dt
T V r=-¥ k=0

observando que laintegracion es solo en un periodo

T2N 1 |2pnt

a, = O a h(knd(t- KkT)e © dt
‘|/ k=0
1 To- % -i2pnt
h(KT) O d(t- kT)e © dt 612)
- Y

-i 2pknT

 h(kT)e ™

QJ°-Z

7?

QJ°Z
o

7?

=0
y como T, = NT (6.12) se puede re-escribir como
-1 -i2pkn

= & h(kT)e ™

k=0

convirtiéndose (6.10) en

H (%\IT) =

donde se puede demostrar que H (r NT) = H(r + I\%\IT) quedando la ecuacion (6.13) como

-1 -i2pnk

N
a h(kT)e v d(f - nf,) (613

-¥ k=0

QJO-K

n

-1 -i2pnk

NO
H(%\IT) =ahkkT)e ¥ ,paan=012,......N-1 (6.14)

k=0

gue esllamada Transformada Discreta de Fourier.
Deformaandlogalaexpresion paralatransformadainversa esta dada por



N- i2pnk

OlG(%\n—)eT, parak =012,......N - 1 (615)
=0

n

1
gkT) =

Larelacion que existe entre la transformada discretay la continua es dada por
H(F) =T xH( ) 61,

6.4 Propiedades

L as propiedades de la transformada de Fourier continua pueden ser extensivas para la forma discreta.
Es asi que se pueden tener los equival entes expresados en latabla6.1.

Por otro lado esimportante analizar laentraday salida de datos en la expresion (6.14). Andlisis que se
puede comprender al observar lafigura9 donde se compara unatransformada continuay unainversa parauna
expresion conocida. Se puede observar que el comportamiento de la transformada discreta en su parte real

(figura 9b) como imaginaria (figura 9c) se describe primero de las muestras 0 a % y luego de % +1a

N - 1 como equivalentes a frecuencias de [0, fN] y de (- fN ,O) respectivamente para el caso continuo.

Es asi pues que es necesario considerar este fendmeno para re-arreglar €l espectro discreto si se requiere o
para la operacion digital en el dominio de las frecuencias. Ademés se debe notar el efecto del muestreo y el
truncamiento en los fenémenos asociados de Aliasing y Gibbs.

De igual forma en lafigura 9.17 se observa en caso inverso en donde con valores de una expresion

H( f) se opera una transformada discreta inversa (6.16) donde el resultado del primer vaor es para t=0
ademas de la dispersion de valores provocado por €l Aliasing y Gibbs (figura9.17c).

6.5 Transformada Discreta Bidimensional de Fourier

A partir de laexpresion bidimensional continua paralatransformada de Fourier

¥ ¥
H(p,q) — (‘)(‘jw(x,y)e“p‘p“qy)dxdy (6.17)
-¥-¥
y suinversa
¥ ¥
g(xy) = OQO5(p,q)e* ™ ¥dpdq (6.18)
-¥-¥

se pueden determinar las formas discretas como

H 6_ 5 K hr,m e IS
& NTX’VMTyB_ka:'OE) (KT 1T, )e ! (619)



1 N01Nc|> ! o |2p8_+_§
o(kTIT,) =@ & g, Pur e -
i %/\IT MT (6.20)

k=01..N-1yl=01..M-1

expresiones que pueden aplicarse facilmente a partir de (6.14) y (6.15) respectivamente.
Si transformamaos primero en unadireccion

5
Z%TX Ty 5=

y luego enlaotra

kn
- i2p—

h(kT,,IT,)e "N, n=01..N-1 (6.21)

ez

7\—

=0

-1

('j_ Mo Q -i2p|—rn _
H%AIT %\AT 2= az?%\”x IT, %V m=01..M-1 622)

es f&cil aplicar solo un agoritmo numérico de una dimension dos veces para obtener una transformada
bidimensional.

Esta expresiones presentardn también salidas y entradas de datos similares alos de la expresion (6.14).
Lafigura11.5 es unarepresentacion gréfica del resultado de (6.19) paraN=M=8y como debe de representarse
correctamente.
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(b)

)

[

Alf)

~j=

—

(d)

—

1
T

h(t)

MULTIPLICATION

(a)

h(t)a(t)

a(t)

(-

H(f)

CONVOLUTION

(b)

D

Alf)

—l=
.

(c)

=

Figure 5.4 Aliased Fourier transform of a waveform sampled at an insufficient rate
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TABLE 6.1

Continuous and Discrete Fourier Transform Properties

Fourier Transform

Property

Discrete Fourier Transform

x(1) + y(1) © X(f) + Y(f)
H(1) © h(-f)

h(t — 1)) © H(f)e /2mfn0

h(1)e*™ 0 & H(f - fo)
.\|88 N.N*A\vw —-j2nfr &%

he(t) & R.(f)

ho(t) & jIo(f)

h(t) = he(1) + ho(1)
_ [0 | ko
12 T
+ | MO h(=D)
2 2
¥ =[x — wyan

= x(t) * h(1)
y(1) * k(1) © Y()H(f)

2(t) = %uss x(Dh(t + 1) dr
y(Oh(t) © Y(f) * H(f)

|- wwa= [ 1HG P as

(3.2)
(3.6)

(3.21)
(3.23)
(3.25)

(3.27)

(3.32)
(3.33)

4.1

(4.14)

(4.21)

(4.20)

Linearity

Symmetry

Time shifting
Frequency shifting

Alternate inversion formula

Even functions

Odd functions
Decomposition

Convolution

Time convolution theorem

Correlation

Frequency convolution theorem

Parseval’s Theorem

(6.25)
(6.26)

(6.29)
(6.31)
(6.33)

(6.35)

(6.38)
(6.39)

(6.49)

(6.50)

(6.57)

(6.56)

x(k) + y(k) © X(n) + Y(n)
%\:5 < h(—n)

h(k — i) & H(n)e ~/*™niN
h(k)e/*™ iIN & H(n - i)

_ N -1 *
_ v.lk \\ * A:r. 12 uhn/N

. 2 n= 0

he(k) & R.(n)

ho(k) & jlo(n)

h(k) = he(k) + ho(k)
: hk)  h(N = k)
= +
2 2
L [htk) RN = k)
2 2
N-1
y(k) = > x(Dhk = i) = x(k) * h(k)

i=0

y(k) * h(k) & Y(n)H(n)

N-1

y(k) = > x(Dh(k + D)

i=0

y(k)h(k) & M_(; Y(n) * H(n)

N-1

h*(k) =
0

N—-1

1 >
N Nlo | H(n) |

k=
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Figure 11.5  Graphical presentation of two-dimensional FFT reorganization required for con-

ventional viewing.





